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1 谐振子

谐振子是量子力学中动力学系统的一个简单而有价值的例子. 这个例子对普
遍物理很重要, 因为它是辐射理论的基础. 描述这个系统所需的动力学变量只有
坐标 q 和它的共轭动量 p. 经典力学中的哈密顿量是

H =
1

2m
(p2 +m2ω2q2), (1)

其中 m 是振动粒子的质量, ω 等于 2π 乘上频率.
在薛定谔表象中, 态矢 |Φ(t)⟩S 代表随时间演化的物理态, 而希尔伯特空间上

的算符 OS 不依赖于时间. 如果系统的哈密顿量 H 不含时间, 则 |Φ(t)⟩S 与 t = 0

时刻的态矢 |Φ(0)⟩S 通过幺正变换 e−
iHt
~ 联系起来,

|Φ(t)⟩S = e−
iHt
~ |Φ(0)⟩S , (2)

于是

i~
∂

∂t
|Φ(t)⟩S = H |Φ(t)⟩S , (3)

这就是薛定谔方程, 而 (2) 式其实是薛定谔方程 (3) 式的解.
在海森堡表象中, 不随时间演化的态矢 |Φ⟩H 定义为

|Φ⟩H = e
iHt
~ |Φ(t)⟩S = |Φ(0)⟩S , (4)

而算符 OH(t) 依赖于时间, 与 OS 通过一个含时的相似变换联系起来,

OH(t) = e
iHt
~ OSe−

iHt
~ , (5)
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由于 [H,H] = 0, 有
e

iHt
~ He−

iHt
~ = He

iHt
~ e−

iHt
~ = H,

故哈密顿量 H 在这两种表象中是相同的, HH = HS = H. 由 (4) 和 (5)

⟨Φ|H OH(t) |Φ⟩H = ⟨Φ|H e
iHt
~ OSe−

iHt
~ |Φ⟩H = ⟨Φ(t)|S OS |Φ(t)⟩S .

可知, 两种表象中力学量在态上的期待值相同, 因而两种表象描述相同的物理. 此
外, 可以推出

i~
∂

∂t
OH(t) = [OH(t), H], (6)

即海森堡表象中的含时算符 OH(t) 满足海森堡运动方程 (6) 式.
于是我们假定量子力学中的哈密顿量完全相同. 哈密顿量 (1) 和量子条件

qp− pq = i~

完全确定了振子的运动. 该系统的海森堡运动方程是

q̇t = [qt, H] = pt/m

ṗt = [pt, H] = −mω2qt

 (7)

为方便起见, 引入无量纲的复数动力学变量

η = (2m~ω)−
1
2 (p+ imωq).

运动方程 (7) 给出

η̇t = (2m~ω)−
1
2 (−mω2qt + iωpt) = iωηt.

上式积分得到

ηt = η0e
iωt, (8)

这里的 η0 是独立于 t 的线性算符, 等于 t = 0 时的 ηt. 上面的各个方程与经典理
论中的一样.

我们可以用 η 及其共轭复量 η 来表示 q 和 p, 并完全用 η 和 η 来讨论问题.
我们有

~ωηη = (2m)−1[p2 +m2ω2q2 + imω(qp− pq)] = H − 1

2
~ω. (9)
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同样地,
~ωηη = H +

1

2
~ω. (10)

因而,
ηη − ηη = 1. (11)

方程 (9) 和 (10) 把 H 表示成 η 和 η 的函数, 方程 (11) 给出了 η 和 η 的对易关

系. 由式 (9) 得
~ωηηη = ηH − 1

2
~ωη,

由式 (10) 得
~ωηηη = Hη − 1

2
~ωη.

因此

ηH −Hη = hωη. (12)

同时, 式 (11) 可以推出, 对任意的正整数 n,

ηηn − ηnη = nηn−1. (13)

令 H ′ 是 H 的一个本征值, 而 |H ′⟩ 是属于该本征值的本征右矢. 由式 (9) 得

~ω ⟨H ′| ηη |H ′⟩ = ⟨H ′|H − 1

2
~ω |H ′⟩ = (H ′ − 1

2
~ω) ⟨H ′|H ′⟩ .

由于 ⟨H ′| ηη |H ′⟩ 是右矢 η |H ′⟩ 长度的平方, 因此

⟨H ′| ηη |H ′⟩ ≥ 0,

只有当 η |H ′⟩ = 0 时, 等号才成立. 而且 ⟨H ′|H ′⟩ > 0. 因此

H ′ ≥ 1

2
~ω, (14)

只有当 η |H ′⟩ = 0 时, 等号才成立.
由式 (12) 得

Hη |H ′⟩ = (ηH − ~ωη) |H ′⟩ = (H ′ − ~ω)η |H ′⟩ . (15)

如果 H ′ ̸= 1
2
~ω, 则 η |H ′⟩ 不为零, 那么按照 (15), η |H ′⟩ 是 H 的本征右矢, 属于

本征值 H ′−~ω. 因此,只要 H ′ 是 H 的任意本征值,且不等于 1
2
~ω,则 H ′−~ω 就

是 H 的另一本征值. 按照这个方法延续下去,得到一系列本征值,即 H ′, H ′−~ω,
H ′ − 2~ω, H ′ − 3~ω, · · · , 该系列不能无限地延伸下去, 否则会得到与式 (15) 矛盾
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的本征值, 因而只能中断于 1
2
~ω. 另外, 从式 (12) 的共轭复数方程可得

Hη |H ′⟩ = (ηH + ~ωη) |H ′⟩ = (H ′ + ~ω)η |H ′⟩ ,

此式表明, H ′ + ~ω 是 H 的另一本征值, η |H ′⟩ 是属于它的本征右矢, 除非
η |H ′⟩ = 0, 而 η |H ′⟩ = 0 的例外可以排除, 因为它会导致

0 = ~ωηη |H ′⟩ = (H +
1

2
~ω) |H ′⟩ = (H ′ +

1

2
~ω) |H ′⟩ ,

这与式 (14)矛盾. 因此, H ′+~ω 总是 H 的另一个本征值,而 H ′+2~ω, H ′+3~ω
等等都是. 于是, H 的本征值是一系列的数, 即

1

2
~ω,

3

2
~ω,

5

2
~ω,

7

2
~ω, · · · (16)

以至无穷, 这些都是谐振子可能的能量取值.
令 |0⟩ 是 H 的本征右矢, 属于最低的本征值 1

2
~ω, 所以

η |0⟩ = 0, (17)

并形成一系列的右矢

|0⟩ , η |0⟩ , η2 |0⟩ , η3 |0⟩ , · · · (18)

这些右矢全是 H 的本征右矢, 分别属于式 (16) 中的一系列本征值. 由式 (13) 和
(17) 可知, 对任意的非负整数 n, 有

ηηn |0⟩ = nηn−1 |0⟩ . (19)

因此, 右矢集合 (18) 是这样的, η 或 η 对集合中的任一右矢作用都会产生一个

与此集合相关的右矢. 至此, 我们问题中的所有动力学变量都可以表示成 η 或

η, 所有右矢集合 (18) 必然构成一个完全集 (否则还会有更多的力学变量). 对于
H 的本征值 (16) 中的每一个, 只有一个本征右矢, 所以 H 就只有它自己组成一

个对易可观测量完全集. 式 (18) 中的各个右矢对应于振子的各个定态. 能量为
(n+ 1

2
)~ω 的定态对应于 ηn |0⟩, 这被称为第 n 级量子态.
借助于式 (19), 右矢 ηn |0⟩ 长度的平方是

⟨0| ηnηn |0⟩ = n ⟨0| ηn−1ηn−1 |0⟩ = · · · = n!. (20)

4



谐振子

只要 |0⟩ 是归一化的. 因此, 式 (18) 中的各个右矢分别乘上系数 n!−
1
2 , 这里

n = 0, 1, 2, · · · , 就可以组成一个表象的标准基右矢, H 在该表象中是对角的. 任
意右矢 |x⟩ 可以展开为

|x⟩ =
∞∑
0

xnη
n |0⟩ , (21)

其中 xn 是数. 用此方法, 我们使右矢 |x⟩ 对应于变量 η 的幂级数
∑
xnη

n, 这个
幂级数中的不同项对应不同的定态. 如果 |x⟩ 是归一化的, 这个展开式定义了一
个态, 对于这个态, 振子处于第 n 级量子态的概率 ——H 取值 (n + 1

2
)~ω 的概

率1——是
Pn = n!|xn|2. (22)

我们可以把 |0⟩ 看作标准右矢, 把 η 的幂级数看作波函数, 因为任意右矢可
以表示为该波函数乘在这个标准右矢上. 于是我们得到一类新的波函数, 它不同
于通常定义 [3] 的波函数, 这里的波函数是复数动力学变量 η 的函数, 而不是可
观测量的函数. 这一观点由福克 [4] 首先提出, 所以我们称这一表象为福克表象.
许多情形中, 它是描述谐振子态的最方便的方法. 标准右矢 |0⟩ 满足 (17), 它替代
了对薛定谔表象中标准右矢的条件2.

1给定一组对易可观测量 ξ, η, e, · · · , 我们可以构造它们的函数, 在满足 ξ = a, η = b, e = c, · · ·
的条件下等于 1, 这里的 a, b, c, · · · 都是实数, 若这些条件不满足则等于零. 这一函数对任何态的
平均值是 ξ, η, e, · · · 分别对这个态有值 a, b, c, · · · 的概率, 记作 Pabc. 所以, 如果这个态对应于归
一化的右矢量 |x⟩, 从我们对物理解释的普遍假设可以得到

Pabc··· = ⟨x| δξaδηbδec · · · |x⟩

设 ξ 是对易可观测量的完全集, 如果各 ξ 都有分立的本征值, 利用关系
∑

ξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′| = 1, 可得

Pξ′1···ξ′u =
∑

ξ′′1 ···ξ′′u

⟨x| δξ1ξ′1 · · · δξnξ′n |ξ
′′
1 · · · ξ′′u⟩ ⟨ξ′′1 · · · ξ′′u | |x⟩

=
∑

ξ′′1 ···ξ′′u

⟨x| δξ′′1 ξ′1
· · · δξ′′nξ′n

|ξ′′1 · · · ξ′′u⟩ ⟨ξ′′1 · · · ξ′′u | |x⟩

= ⟨x|ξ′1 · · · ξ′u⟩ ⟨ξ′1 · · · ξ′u|x⟩

=| ⟨ξ′1 · · · ξ′u|x⟩ |2

这样我们就得到了一个简单结果, 各 ξ 有值 ξ′ 的概率恰好等于, 与相关的态对应的归一化右矢量
的相应坐标的模平方.

2它是所有动量的共同本征右矢, 且对应于本征值零.[3, 第 4 章]
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2 测不准原理

如果 A和 B 是可观测量 (即自伴算子), 而态矢 u满足条件 ⟨[A,B]u, u⟩ ≠ 0，

那么 A 和 B 的概率分布不可能同时集中在这一任意的态 u. 确切的说, 假设 µ

是 R 上的一个概率测度, 我们能用 µ 关于 a ∈ R 的二阶矩[∫
(λ− a)2dµ(λ)

]1/2
,

作为 µ 对 a 偏离程度的衡量. 如果 µ 是可观测量 A =

∫
λdΠ(λ) 在态 u 处的分

布, Π 是自伴算子 A 的谱族, 也就是说, µ(E) = ⟨Π(E)u, u⟩, 我们有[∫
(λ− a)2dµ(λ)

]1/2
= ⟨(A− a)2u, u⟩

1
2 = ∥(A− a)u∥.

于是一般的测不准原理就可以阐明如下: 如果 A 和 B 是希尔伯特空间 H 上的

自伴算子, 那么
∥(A− a)u∥∥(B − b)u∥ ≥ 1

2
|⟨[A,B]u, u⟩| (23)

对所有的 u ∈ Dom(AB) ∩Dom(BA) 和所有的 a, b ∈ R 都成立. 等号成立只有当
(A− a)u 与 (B − b)u 相差一纯虚数因子.

为了说明这一点, 首先注意到常数与任意算符对易

[A,B] = [A− a,B − b] (24)

对任意 a, b ∈ R 都成立. 通过合并 (24) 式中的同类项我们得到了

⟨[A,B]u, u⟩ =⟨(B − b)u, (A− a)u⟩ − ⟨(A− b)u, (B − a)u⟩

=2iℑ⟨(B − b)u, (A− a)u⟩.

因而

1

2
⟨[A,B]u, u⟩ ≤ |⟨(B − b)u, (A− a)u⟩| ≤ ∥(A− a)u∥∥(B − b)u∥. (25)

这就是 (23) 式, 其中第一个等号成立只有当 ⟨(B − b)u, (A− a)u⟩ 是纯虚数, 而第
二个等号成立只有当 (A − a)u 与 (B − b)u 线性相关. 综合二者, 就得到了 (23)
式中等号成立的条件.
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我们将这一结果应用于 L2(R)上的位置算符X = x与动量算符D =
1

2πi

∂

∂x
.

如果 u ∈ L2(R), a, b ∈ R, 那么

∥(X − a)u∥2∥(D − b)u∥2 ≥
1

4π
∥u∥2. (26)

并且等号成立仅当

u(x) = ce2πibxe−πr(x−a)2 . (27)

其中 c ∈ C 以及 r > 0. 由一般的测不准原理及 [X,D] = − 1
2πi
I, 我们只需要验证

等号成立的条件是 (27) 式成立. 由 (25) 式中二等号的成立条件我们得到了

u′(x)− 2πibu(x) = 2πr(x− a)u(x) (28)

对某一实数 r 成立. 而微分方程 (28) 的解正具有该形式 (27).
由 AM-GM 不等式, 我们有如果 u ∈ L2(R), 那么

∥Xu∥22 + ∥Du∥22 ≥
1

2π
∥u∥22, (29)

等号成立只有当 u(x) = ce−πx2 . 值得一提的是, (29) 与 (26) 实质上是等价的.
下面我们来说明这一点. 如果我们令 uα =

√
αu(αx), α > 0. 因为 ∥Xuα∥2 =

α−1∥Xu∥2 以及 ∥Duα∥2 = α∥Du∥2, 于是 (29) 式变为

α−2∥Xu∥22 + α2∥Du∥22 ≥
1

2π
∥u∥22, (30)

关于 α > 0 最小化 (30) 式左端就得到了 (26). 而等号成立成立只有当 v(x) =

e−2πib(x+a)u(x+ a), 这就是 (26) 式等号成立的条件.
这些结果都可以自然地推广到 Rn 上去. 也即是, 如果 u ∈ L2(Rn),

∥(Xj − aj)u∥2∥(Dj − bj)u∥2 ≥
1

4π
∥u∥2 (aj, bj ∈ R), (31)

∥Xju∥22 + ∥Dju∥22 ≥
1

2π
∥u∥22, (32)

等号对 (31)[相应的, (32)] 中固定的 j 成立只有当

u(x) = v(x)e2πibjxj−πr(xj−aj)
2

[相应的, u(x) = v(x)e−πx2
j ]

其中 v(x) 与 xj 无关, 且等号对 (31)[相应的, (32)] 中所有的 j 成立只有当

u(x) = c exp
n∑
1

(2πibjxj − πr(xj − aj)2) [相应的, u(x) = c exp(−πx2)].
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3 西格 -巴格曼空间

我们注意到如果自伴算子 Pj 与 Qj 满足典则对易关系,

[Pj, Pk] = [Qj, Qk] = 0, [Pj, Qk] =
δjk
2πi

I, (33)

那么算子 Aj =
√
π(Qj + iPj) 与 A∗

j =
√
π(Qj − iPj) 满足对易关系

[Aj, Ak] = [A∗
j , A

∗
k] = 0, [Aj, A

∗
k] = δjkI. (34)

反之亦然. 后一关系式 (34) 也被算子 1√
π

∂

∂zj
和
√
πzj 满足, 所以这启发我们去

寻找一个由全纯函数构成的希尔伯特空间 H, 在其上这些算子是彼此自伴的. 一
个典型的代表就是由 L2(Cn, ω(z, z)dz) 中所有的整函数构成的空间, 其中 ω 是一

个合适的正权重函数, 我们要求的条件是

√
π

∫
zjFGωdz =

1√
π
F
∂G

∂zj
ωdz

对任意 F,G ∈ H 都成立. 但是由分部积分公式, 假定 F,G 与 ω 的边界项为 0,∫
F
∂G

∂zj
ωdz = −

∫
G
∂(Fω)

∂zj
dz = −

∫
FG

∂ω

∂zj
dz.

因为 F 是全纯的. 所以我们必须有 ∂ω

∂zj
= −πzjω 对所有 j 成立, 或者, 令

z = x+ iy,
∂ω

∂xj
+ i

∂ω

∂yj
= −2π(xj + iyj)ω.

因为 ω 是正的, 这意味着

∂ω

∂xj
= −2πxjω 与

∂ω

yj
= −2πyjω, 或者 ∇ logω = (−2πx,−2πy).

所以 logω = −π(x2+ y2)+C = −π|z|2+C. 我们可以取 C = 0, 于是 ω = e−π|z|2 ,
我们就得到了空间 H.

我们将 H 称作西格 -巴格曼空间, 用记号 Fn 来表示. 根据上面的讨论, Fn

是 L2(Cn, e−π|z|2dz) 的子空间, 因而其上装备有内积与范数

⟨F |G⟩ =
∫
C
F (z)G(z)e−π|z|2dz, ∥F∥ =

√
⟨F |F ⟩. (35)
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下面我们验证

1, z, z2, · · ·

是 Fn 的在 n = 1 时的一组正交基. 首先, 它们两两之间的内积为

⟨zm|zn⟩ =
∫
C
zmzne−π|z|2dz =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

eiθ(m−n)rm+n+1e−π|z|2dθdr. (36)

注意到 θ-积分只有当 m = n 时非零, 此时我们得到 ∥zn∥2 = n!
πn . 不妨记

en =
√

πn

n!
zn : n = 0, 1, 2, · · · . 那么,

⟨F |en⟩ = lim
R→∞

∫
|z|<R

F (z)en(z)e
−π|z|2dz. (37)

由于泰勒级数
∑
akz

k 在 |z| < R 上一致收敛到 F , 将此式代入 (37) 式就有∫
|z|<R

F (z)en(z)e
−π|z|2dz =

∞∑
k=0

ak

∫
|z|<R

zken(z)e
−π|z|2dz. (38)

注意到 zk 与 zn 之间的正交关系 (36), 我们有

⟨F |en⟩ = lim
R→∞

an

∫
|z|<R

znen(z)e
−π|z|2dz = an

∫
C
znen(z)e

−π|z|2dz.

于是 ⟨F |en⟩ = 0 蕴含了 an = 0. 这就证明了规范化后的态矢

1,
√
πz,

√
π2

2
z2, · · ·

是 F1 的一组规范正交基. 上面只讨论了 n = 1 的情形, 当 n > 1 时 Fn 的一组规

范正交基 eα(z) =
√

π|α|

α!
zα, α 遍历所有多重自然数指标, 也可以类似地得到.

接下来, 我们要找一个从 L2(Rn) 映射到 Fn 的算子

Bf(z) =

∫
f(x)B(z, x)dx

保持算子
√
π(Xj + iDj) =

√
πxj +

1

2
√
π

∂

∂xj
和

1√
π

∂

∂zj
,

还有
√
π(Xj − iDj) =

√
πxj −

1

2
√
π

∂

∂xj
和
√
πzj,
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彼此之间的对应关系. 同样, 由分部积分公式∫
[(Xj ± iDj)f(x)]B(z, x)dx =

∫
f(x) [(Xj ∓ iDj)B(z, x)] dx,

所以对应条件将被满足如果(
πxj +

1

2

∂

∂xj

)
B(z, x) = πzjB(z, x),

(
πxj −

1

2

∂

∂xj

)
B(z, x) = π

∂

∂zj
B(z, x),

或者

∂

∂xj
B(z, x) = 2π(zj − xj)B(z, x),

∂

∂zj
B(z, x) = πxjB −

1

2

∂B

∂xj
= π(2xj − zj)B.

因此
∂ logB
∂xj

= 2π(zj − xj),
∂ logB
∂zj

= π(2xj − xj),

积分此二方程得到

logB = 2πxz − πx2 − 1

2
πx2 + C.

常数 C 可取 log 2n
4 使得 B 是酉算子.

最后, 我们证明 B 是满射. 为此我们先研究 Fn 上全纯函数的一些性质. 首
先, 由施瓦茨不等式∣∣∣∣∑⟨F |eα⟩√π|α|/α!zα

∣∣∣∣ ≤ (∑ |⟨F |eα⟩|2
) 1

2
(∑

π|α|z2α/α!
) 1

2
. (39)

于是我们得到了 Fn 上全纯函数的逐点估计

|F (z)| ≤ e
π
2
|z|2∥F∥, z ∈ Cn (40)

固定 z, F 7→ F (z) 定义出 Fn 上的有界线性泛函, 所以由黎茨表示定理存在
Fz ∈ Fn 使得

F (z) = ⟨F |Fz⟩,

而且

Fz(w) =
∑
⟨Fz|eα⟩eα(w) =

∑
eα(z)eα(w) = eπwz.

换句话说, 函数 κ(z, w) = eπzw 是 Fn 的再生核, 即

F (z) =

∫
eπzwF (w)e−π|w|2dw (41)

10



西格 -巴格曼空间

对任意 F ∈ Fn, z ∈ Cn 都成立.
如果 T 是 Fn 上的有界线性算子, 那么令 κT (z, w) = TFw(z)

TF (z) = ⟨TF |Fz⟩ = ⟨F |T ∗Fz⟩ =
∫
T ∗(Fz(w))F (w)e

−π|w|2dw, (42)

并且

T ∗(Fz(w)) = ⟨T ∗Fz|Fw⟩ = ⟨Fz|TFw⟩ = ⟨TFw|Fz⟩ = TFw(z). (43)

(43) 式说明了 κT 是一个整函数 (因为 Fz 反全纯地依赖于 z). 将 (43) 式代入
(42) 式就得到了

TF (z) =

∫
κT (z, w)F (w)e

−π|w|2dw. (44)

如果 κ(z, w) 是一个关于 z 和 w 的整函数, 令 u = 1
2
(z +w) 以及 v = −1

2
i(z −w)

满足 z = u + iv 以及 w = u − iv. 那么 κ(z, w) = ι(u, v) 其中 ι 是整的. 但是
ι 由它在 u 和 v 取实值时候的值所确定 (比方说, 泰勒公式), 而 u 和 v 取实值

只有当 z = w. 故一个关于 z 和 w 的整函数 κ(z, w) 由它在对角线 z = w 上

的取值唯一确定. 结合上面的讨论知, 一个 Fn 上的有界线性算子 T 由函数

κT (z, z) = ⟨TFz|Fz⟩ 唯一确定.
一个希尔伯特空间中存在再生核 (41) 的重要的结论就是它上面的任意有界

线性算子都可以表示成积分算子的形式 (44), 利用这一结果我们将证明 B 是满

射. 令
ϕ0(x) = 2

n
4 e−πx2 (45)

是标准高斯函数, 注意到

e2πi(pD+qX)f(x) = e2πiqx+πipqf(x+ p). (46)

为了得到 (46) 式, 不妨令

g(x, t) = [e2πit(pD+qX)f ](x).

知 g 是微分方程
∂g

∂t
= 2πi(pD + qX)g 在初始条件 g(x, 0) = f(x) 下的解, 即

∂g

∂t
−
∑

pj
∂g

∂xj
= 2πiqxg, g(x, 0) = f(x). (47)

11



西格 -巴格曼空间

(47) 式左边的表达式是 g 沿着向量 (−p, 1) 的方向导数, 所以如果我们令

x(t) = x− tp, G(t) = g(x(t), t),

那么就得到了

G′(t) = 2πiq(x− tp), G(0) = f(x). (48)

常微分方程 (48) 具有显示解

g(x− tp, t) = G(t) = f(x)e2πitqx−πit2pq. (49)

在 (49) 式中令 t = 1 并替换 x 为 x + p, 就得到了 (46) 式. 由此即知 e2πi(pD+qX)

是 L2 上的酉算子, 并且它的复合关系具有以下形式

e2πi(pD+qX)e2πi(rD+sX) = eπi(ps−qr)e2πi[(p+r)D+(q+s)X]. (50)

令 z = p+ iq, w = r + is, 由 (45) 和 (46)

⟨e2πi(pD+qX)f |ϕ0⟩ = e−
π
2
|z|2Bf(z),

并且由 (50)
[B(e2πi(rD+sX)f)](z) = e−

π
2
|w|2−πzwBf(z + w). (51)

然后注意到

B(ϕ0)(z) = 2
n
2 e−

π
2
|z|2
∫
e−2πzx−2πx2

dx = 1 = F0(z), (52)

于是根据 (51) 和 (52)

B(e2πi(rD+sX)ϕ0)(z) = e−
π
2
|w|2−πzwBϕ0(z + w) = e−

π
2
|w|2F−w(z), (53)

因此所有的 Fw 都在 B 的像集中. 由于 ⟨F |Fw⟩ = 0 仅当 F = 0, 这就证明了证明
了 B 是满射.

由 (46), 对任意 f, g ∈ L2(Rn),

(e2πi(pD+qX)f, g) =

∫
e2πiqx+πipqf(x+ p)g(x)dx =

∫
e2πiqyf(y +

1

2
)g(y − 1

2
p)dy.

12



西格 -巴格曼空间

如果将上式右端视作两变元 (y, p) 的平方可积函数空间上的线性算符, 那么它将
是这两个变换的复合: 保测变换 (y, p) 7→ (y + 1

2
p, y − 1

2
p) 和关于第一个变元的傅

里叶逆变换, 因而它是酉算子. 故((
e2πi(pD+qX)f1, g1

)
(p, q),

(
e2πi(rD+sX)f2, g2

)
(r, s)

)
= (f1, f2) (g1, g2) (54)

对任意 f1, g1, f2, g2 ∈ L2(Rn) 都成立. 上面的讨论用表示论的术语来概括, (54)
式就是说

ρh(p, q, t) = e2πi(hpD+qX+tI), h ∈ R− {0}

是海森堡群 Hn 到平方可积函数空间 L2(Rn) 的变换群上的一个平方可积表示,
它是不可约的, 而 (53) 式也即是, 福克表象中的相干态正好是函数 Ez.

我们现在讨论西格 -巴格曼空间在福克表象下的形式. 我们定义湮灭算符 Aj

和产生算符 A∗
j 如下

Aj =
√
πB(Xj + iDj)B

−1, A∗
j =
√
πB(Xj − iDj)B

−1.

注意到

AjF =
1√
π

∂F

∂zj
, A∗

jF =
√
πzjF

算符 Aj 与 A∗
j 在

Dom(Aj) =

{
F ∈ Fn :

∂F

∂zj
∈ Fn

}
, Dom(A∗

j) = {F ∈ Fn : zjF ∈ Fn},

上是彼此共轭的而且它们满足对易关系

[Aj, Ak] = [A∗
j , A

∗
k] = 0, [Aj, A

∗
k] = δijI.

算符 Aj 与 A∗
j 作用在基 {zα} 上具有非常简单的结果. 如果我们定义 1j 为多重

指标: 它的第 j 个分量为 1 而其他分量为 0. 那么明显的

∂zα

∂zj
= αjz

α−1j , zjz
α = zα+1j .

因此

Ajeα =
√
αjeα−1j , A∗

jeα =
√
αj + 1eα+1j ,

13



西格 -巴格曼空间

让我们将 F 关于基 {eα} 作展开并利用到帕塞瓦等式,

∥zjF∥2 = ∥F∥2 + ∥∂F/∂zj∥2 .

由此可得

Dom(Aj) = Dom(A∗
j).

也即是, 产生算符与湮灭算符定义域相同.
对于一般的具有普朗克常数 h ̸= 1 的对易关系式

[Pj, Pk] = [Qj, Qk] = 0, [Pj, Qk] =
hδjk
2πi

I,

只需要将原始的积分测度替换成为 e−πh|z|2dz, 就可以得到类似的结果. 具体的构
造参考 [5, 1.6 节]. 进一步地, 对任意的正实数 p, 我们还可以讨论空间 Fp

n,h, 简记
为 Fp

h : 将定义 (35) 中的 L2 范数替换成 Lp 范数, 得到一类新的全纯函数空间

Fp
h =

{
F ∈ H(Cn) : ∥F∥pp,h =

∫
|F (z)|pe−hπ|z|2dz <∞

}
,

以及

F∞
h =

{
F ∈ H(Cn) : ∥F∥∞∞,h = ess sup |F (z)|e−hπ|z|2 <∞

}
.

可以验证 F2
h 也是再生核希尔伯特空间. 根据类似于 (40) 式的估计, 我们有下面

的连续嵌入关系

Fp
h ↩→ F

q
h ↩→ F

∞
h , 0 < p < q <∞

以及极大模原理, 即: 对任意 h > 0 以及 p ≥ 1, 存在一个正数 R = R(α, p) 使得

∥f∥p,h ≤ ∥g∥p,h

对任何满足下式的 f, g 都成立

|f(z)| ≤ |g(z)|, |z| ≥ R. (55)

这里不详细展开了, 有兴趣的读者可以参考 Zhu K. Analysis on Fock spaces[M].
Springer Science & Business Media, 2012. 第二章. 然而这都是出于数学需要了.
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4 维纳混沌分解

设 E 是实线性空间, 其上具有与线性运算相容的拓扑, E ′ 是由所有 E 上的

连续线性泛函组成的对偶空间. 对 x ∈ E ′ 以及 n = 0, 1, 2, · · · , 定义威克张量积
: x⊗n :∈ (E ′)⊗̂n 如下

: x⊗0 :=1

: x⊗1 :=x

...

: x⊗n :=x⊗̂ : x⊗(n−1) : −(n− 1)τ⊗̂ : x⊗(n−2) :


(56)

依此类推. (56) 式中的 τ ∈ E ′ ⊗E ′, ⟨τ, ξ ⊗ η⟩ = ⟨ξ, η⟩, ξ, η ∈ E 称作迹算子. 如果
E 是一个核空间, 其上装备有可数多个内积 (·, ·)n, 满足下面的递增关系

(·, ·)1 ≤ (·, ·)2 ≤ · · ·

并使得对任意 m ≤ n, 嵌入映射 T n
m : En → Em 是希尔伯特 -施密特算子, 其中

En 是 E 关于内积 (·, ·)n 的完备化, 我们就可以取定一组规范正交基 {ej} ⊂ H

使得 τ 具有如下形式

⟨τ, ω⟩ =
∞∑
1

⟨ej ⊗ ej, ω⟩, ω ∈ E ⊗ E. (57)

注意到 E 到 H 有连续嵌入, 那么 | · | ≤ | · |1 并且典则嵌入 E1 → H 和

H → E−1(= E ′
1) 都是希尔伯特 -施密特型的. 于是级数

∑
|ej|2−1 收敛. 记

τN =
N∑
1

ej ⊗ ej ∈ H ⊗H,

那么

⟨τ − τN , ω⟩ =
∑
j>N

⟨ej ⊗ ej, ω⟩, ω ∈ E ⊗ E.

因此在任意 E ⊗ E 的有界子集 K 上

sup
ω∈K
|⟨τ − τN , ω⟩| ≤ sup

ω∈K
|ω|1

∑
j>N

|⟨ej ⊗ ej, ω⟩|−1 = sup
ω∈K

∑
j>N

|ej|2−1 → 0. 当N →∞.

换句话说, τ =
∞∑
1

ej ⊗ ej 在 (E ⊗ E)′ 的强拓扑下收敛.
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下面我们用 Pn 来表示下面的映射的有限线性组合

x 7→
⟨
x⊗n, ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn

⟩
.

与此相仿, 用 Qn 来表示映射

x 7→
⟨
: x⊗n :, ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn

⟩
的有限线性组合. 我们有

Pn =
{∑

cm
⟨
x⊗n, ξ⊗n

m

⟩}
, Qn =

{∑
c′m
⟨
: x⊗n :, ξ⊗n

m

⟩}
, (58)

上式集合中的求和均是有限项的求和. 于是
n∑
0

Pk =
n∑
0

Qk. (59)

记 (58) 式中所有 Pn : n = 0, 1, 2, · · · 的并为 P . P 中的元素称作 E ′ 上的多项式.
我们称 ϕ ∈ P 是威克多项式, 如果

ϕ(x) =
∞∑
n=0

⟨
: x⊗n :, fn

⟩
,

其中 fn ∈ E⊗̂n 且只有有限多项非零. 威克多项式可以用埃米特多项式来计算.
设 Hn(x) 是 n 次埃米特多项式, 我们有

⟨
: x⊗n :, ξ⊗n

⟩
=
|ξ|n

2n/2
Hn

(
⟨x, ξ⟩√
2|ξ|

)
. (60)

两个威克多项式的内积

ϕ(x) =
∞∑
n=0

⟨
: x⊗n :, fn

⟩
, ψ(x) =

∞∑
n=0

⟨
: x⊗n :, gn

⟩
,

∫
E′
ϕ(x)ψ(x)µ(dx) =

∞∑
n=0

n!(fn, gn). (61)

特别的,

∥ϕ∥2 =
∞∑
n=0

n!|fn|2.
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傅里叶变换为

e−
|ξ|2
2 =

∫
E′
ei⟨x,ξ⟩µ(dx), ξ ∈ E,

的测度 µ 称作 E ′ 上的高斯测度. 如果 ξ1, · · · , ξn ∈ E 是 H 的规范正交集, 那么
µ 在映射

x 7→ (⟨x, ξ1⟩, · · · , ⟨x, ξn⟩) ∈ Rn, x ∈ E ′

下的像是 R 上标准高斯测度的乘积(
1√
2π

)n

e−(t21+···+t2n)/2dt1 · · · dtn.

通过这一事实我们发现如果 ξ ∈ E 满足 |ξ| = 1, 那么∫
E′
Hm

(
⟨x, ξ⟩√

2

)
Hn

(
⟨x, ξ⟩√

2

)
µ(dx) = 2nn!δmn. (62)

将 (60) 式带入 (62) 式就得到了 (61) 式.
设 H 是实可分希尔伯特空间, 其上定义有范数 | · | =

√
(·, ·). 记 F 为所有

H 上的有限维正交投影算子 P 构成的偏序集 (对 P,Q ∈ F , P > Q 当且仅当

P (H) ⊂ Q(H).), R 为具有以下形式的柱集全体

E = {x ∈ H : Px ∈ A},

其中 P ∈ F , A 是 PH 的博雷尔子集. 容易验证 R 对有限交和补封闭, 但不对
可数交封闭. H 上形如 f(x) = g(Px) 的函数称作是柱状的, 如果 P ∈ F , g 是
P (H) 上的博雷尔函数. 容易验证 f 是柱状函数当且仅当存在 H 中的规范正交

集 e1, e2, · · · , en 和 Rn 上的博雷尔函数 h 使得 f(x) = h((x, e1), · · · , (x, en)). H
上的非负集函数 µ 称作是高斯测度, 如果 E = {x ∈ H : Px ∈ A},

µ(E) =

(
1√
2π

)n ∫
A

e−
|x|2
2 dx, (63)

其中 n = dimP (H), dx 是 P (H) 上的勒贝格测度. 显然, µ 是有限可加的. 但是,
µ 不是可数可加的.

令 {en} 为 H 的规范正交基, 记

En = {x ∈ H : |(x, ek)| ≤ n, k = 1, 2, · · · , an}.
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显然, H =
∪∞

n=1En 无论我们如何取 an ↑ ∞. 现在

µ(En) =

(
1√
2π

)an ∫ n

−n

· · ·
∫ n

−n︸ ︷︷ ︸
an

e−
1
2

∑an
j=1 x

2
jdx1 · · · dxan =

(
1√
2π

∫ n

−n

e−
|u|2
2 du

)an

.

对任意 n, 选择 an 充分大使得 µ(En) <
1

2n+1
. 不妨设 an →∞, 那么

∞∑
n=1

µ(En) < 1/2. (64)

然而我们注意到

H = {x ∈ H : (x, e1) ∈ R}. (65)

将 (65) 式代入 (63) 式就得到了

µ(H) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1.

这与 (64) 式相违背. 因此 µ 不是可数可加的.
在 H 中选择一组规范正交基 {en}, 定义 Rn 上的博雷尔测度如下

µe1,··· ,en(A) = µ{x ∈ H : ((x, e1), · · · , (x, en)) ∈ A}.

显然, {µe1,··· ,en} 是一族相容的概率测度, 因而由柯尔莫哥洛夫扩张定理, 存在一
个概率空间 (Ω,F ,m) 和随机变量 ξ1, ξ2, · · · 使得对任意 n,

{ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), · · · , ξn(ω)) ∈ A} = µe1,e2,··· ,en(A).

因而 {ξn} 是独立的高斯随机变量序列, 它们都具有均值 0 和方差 1. 我们沿用西
格 [11] 的记号 n(ej) 来表示 ξj, j = 1, 2, 3, · · · . 令 h ∈ H, 级数

∑∞
j=1(h, ej)n(ej)

收敛到一个 L2(Ω,F ,m) 中的随机变量, 并且收敛的极限唯一, 记作 n(h). 进一
步的讨论发现 n(h) 服从均值为 0, 方差为 |h|2 的正态分布并且满足

Em[n(h)n(k)] = (h, k), h, k ∈ H.

因此如果 h ⊥ k 那么 n(h) 与 n(k) 独立. 显然, n : H → L2(Ω,F ,m) 是线性的.
如果 f 是柱状函数

f(x) = g((x, ej1), · · · , (x, ejs)),
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定义与之相关的随机变量

f̃(ω) = g(n(ej1)(ω), · · · , n(ejs)(ω)).

一般而言 f̃ 不是平方可积的, 因此我们将要考虑的是依概率收敛. 回忆随机变量
列 gn 称作是依概率收敛到 g 如果对任意 ε > 0, 存在正整数 n0 使得

m{ω ∈ Ω : |gn(ω)− g(ω)| > ε} < ε 对任意n > n0.

现在设 {ek} 是 H 的规范正交基, Pn 是 H 到 span{e1, e2, · · · , en} 的正交投影.
如果令 fn(x) = |Pnx|2, 那么 fn 是柱状函数并且对任意 x ∈ H, lim

n→∞
fn(x) = |x|2.

然而 f̃n 却不是依概率收敛的. 因为当 n ≥ k 时,

m{ω ∈ Ω : |f̃n(ω)− f̃k(ω)| > ε} =m{ω ∈ Ω : |(Pn − Pk)x|2 > ε}

=1− µ{x ∈ H : |(Pn − Pk)x|2 ≤ ε}.

但是

{y21 + · · ·+ y2j ≤ ε} ⊂ {|y1| ≤
√
ε, · · · , |yj| ≤

√
ε}.

因此

m{ω ∈ Ω : |f̃n(ω)− f̃k(ω)| > ε} ≥ 1−

(
1√
2π

∫ √
ε

−
√
ε

e−
u2

2 du

)n−k

→ 1 当n− k →∞.

为了克服这一困难, 我们引入下面的定义. 一个半范是 H 上的非负函数, 它
满足关于数乘的线性性质和三角不等式

∥αx∥ = |α|∥x∥, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, α ∈ R, x, y ∈ H.

半范称作是可测的, 如果对任意 ε > 0, 存在 P0 ∈ F 使得

µ{∥Px∥ > ε} < ε, 对任意P ⊥ P0, P ∈ F. (66)

由刚才的讨论得知如果 dim(H) =∞ 那么 | · | 不是可测范数.
由定义不难看出, 一个希尔伯特 -施密特算子 T 可以生成一个可测半范

∥x∥ = |Tx|. 事实上, 我们将要说明任意由双线性形式生成的可测半范都可以由
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一个希尔伯特 -施密特算子表示. 设 B 是 H 关于半范 ∥ · ∥ 的完备化, i 是从 H

到 B 的包含映射. (i,H,B) 称作抽象维纳空间. 视 H ′ 与 H 为等同我们有

B′ ↩→ H ↩→ B.

其中 H → B 是连续正则嵌入. 对于 y1, y2, · · · , yn ∈ B′, 定义 RB 为具有以下形

式的柱集全体

{x ∈ B : (⟨x, y1⟩ , · · · , ⟨x, yn⟩) ∈ E}. (67)

和全体柱集 RB 上的概率测度

µ̃{x ∈ B : (⟨x, y1⟩ , · · · , ⟨x, yn⟩) ∈ E} = µ{x ∈ H : ((x, y1), · · · , (x, yn)) ∈ E}.

µ̃ 是 RB 上的可数可加测度, 于是可以唯一地延拓成由 RB 生成的 σ-代数上的可
数可加测度.[6, 定理 1] 我们来证明此 σ-代数正是 B 上的博雷尔 σ-代数.
注意到 B 是可分巴拿赫空间. 我们只需要证明 {∥x∥ ≤ 1} ∈ σ(RB). 令 {an}

为 B 的稠密子集. 由哈恩 -巴拿赫定理, 我们能够选取 {zn} ⊂ B′ 使得对任意 n,
∥zn∥B′ = 1 并且 ⟨zn, an⟩ = ∥an∥. 那么

{∥x∥ ≤ 1} =
∩
{x ∈ B : |⟨x, zn⟩| ≤ 1} ∈ σ(RB).

为了说明这一点,令 S = {∥x∥ ≤ 1}和 T =
∩
{x ∈ B : |⟨x, zn⟩| ≤ 1}. 那么 S ⊂ T .

反过来, 如果 ∥x∥ = r > 1. 选取 an 使得 ∥x− an∥ < r−1
2

. 那么 ∥an∥ > r+1
2
并且

|⟨x, zn⟩| ≥ |⟨an, zn⟩| − |⟨x− an, zn⟩| ≥ ∥an∥ − |x− an∥ >
r + 1

2
− r − 1

2
= 1.

因此 x /∈ T . 于是 S ⊃ T .
假定 H 上的可测半范 ∥ · ∥ 是由连续对称双线性形式 ⟨⟨, ⟩⟩ 生成的, 即:

∥x∥ =
√
⟨⟨x, x⟩⟩, x ∈ H,

那么存在 H 上的希尔伯特施密特算子 T 使得 ∥x∥ = |Tx|, x ∈ H. 此外, ∥ · ∥ 是
范数当且仅当 T 是单射. 因为 ⟨⟨x, y⟩⟩ 是 H 上的连续双线性形式, 存在 H 上的

有界线性算子 S 满足 ⟨⟨x, y⟩⟩ = ⟨Sx, y⟩. 显然, S 是一个严格正定的自伴算子, 而
且是紧的. 依照格罗斯 [6, 中的引理 1], 我们可以选取一列 an → ∞ 和正交投影
算子 Qn 使得

∥x∥0 =
∑

an∥Qnx∥
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是 H 上的可测半范, 不难验证如下定义出 H 上的一个紧算子

Kx = x/an, 如果x ∈ Qn(H).

而且对任意 x ∈ H

∥x∥ ≤
∑
∥Qnx∥ =

∑
an∥QnKx∥ = ∥Kx0∥0. (68)

于是 (68) 式表明了 S 是紧的.

..
..B ..B

..H ..H

.

T̂

.T̃.i .
T

. i

记 T 为它的平方根算子, 那么我们有 ∥x∥ = |Tx| 对任意 x ∈ H 都成立. 由
连续性, T 可以唯一地延拓成 B 到 H 的等距映射 T̃ . 事实上, T̃ 还是酉的. 为
了证明这一点, 只需要证明 T̃ 是满射. 注意到 T̃ (B) 是 H 的闭子空间, 因而我们
转为证明 T̃ (B) 在 H 中的正交补是 {0}. 假设对任意 x ∈ B, (T̃ x, y) = 0, 其中
y ∈ H, 那么对任意 z ∈ B,

⟨⟨z, y⟩⟩ = ⟨T̃ z, T̃ y⟩ = ⟨T̃ z, Ty⟩ = ⟨T T̃ z, y⟩ = ⟨T̃ (T̃ z), y⟩ = 0.

这就证明了 T̃ (B) 在 H 中的正交补是 {0}. 现在, 我们考虑 B 上的维纳测度 p1.
对任意 x ∈ B,∫

B

ei⟨⟨x,y⟩⟩p1(dy) =

∫
B

ei⟨T̃ x,T̃ y⟩p1(dy) =

∫
B

ei⟨T T̃x,y⟩p1(dy) = e−
1
2
|T T̃x|2 = e−

1
2
∥T̃ x∥2 .

简洁起见, 我们用 T̂ 来表示 i ◦ T̃ , 其中 i : H → B 是嵌入映射. 那么∫
B

ei⟨⟨x,y⟩⟩µ̃(dy) = e−
1
2
∥T̃ x∥2 .

因此 µ̃ 是 B 上的高斯测度. 由普罗霍洛夫定理 [10, 定理 3], T̂ 是具有有限迹的
全连续自伴算子, 因而是希尔伯特 -施密特算子. 最后, 令 {en} 是 B 的一组规范

正交基, 那么 {T̃ en} 是 H 的规范正交基. 但是∑
|T (T̃ en)|2 =

∑
∥T̃ en∥2 =

∑
∥T̂ en∥2 <∞.

因此 T 也是希尔伯特 -施密特算子.
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如果我们将高斯测度的定义 (63) 式与 (66) 式中的 µ 替换成

µt =

(
1√
2πt

)n ∫
A

e−
|x|2
2t dx,

µt 称作 H 上具有参数 t 的高斯测度. 相应地, 定义在 RB 上的测度 µ̃ 替换

成 µ̃t, 同样的证明说明了 µ̃t 是可数可加的. 它在博雷尔 σ-代数上的延拓记为
pt, 称作具有方差 t 的维纳测度. 回忆 B′ 在 H 中稠密 (留给读者验证.), 如果
z ∈ B′, z ̸= 0, 那么

pt{x ∈ B : ⟨x, z⟩ < a} = pt

{
x ∈ B :

⟨
x,

z

|z|

⟩
<

a

|z|

}
=

1√
2πt|z|2

∫ a

−∞
e
− u2

2t|z|2 du.

因此 z ∈ B′ 关于 pt 服从均值为 0, 方差为 t|z|2 的正态分布. 我们得到了一个稠
定算子 n : H → L2(B, pt). 而且在相差常数因子 t 的意义下 n 是一个等距映射.
依连续性我们将 n 延拓至 H, 于是对任意 h ∈ H, ⟨h, ·⟩ 在 B 上关于 pt 几乎处处

有定义. ⟨h, ·⟩ 服从均值为 0, 方差为 t|h|2 的正态分布. 不仅如此, 可分巴拿赫空
间上的高斯测度够都可以通过这样的方式构造出来, 这称作高斯测度的结构定理
[8, 定理 4.4].

上面的讨论都是针对实线性空间的, 对于复的情形只需要考虑 H 的复化

HC ∼= H × C, 得到的结果是完全类似的. 接下来的讨论亦是如此. 我们再来看

Hn =
{⟨

: x⊗n :, f
⟩
: f ∈ H⊗̂n

}
. (69)

那么 Hn 是 Qn 在 L2(E ′, µ) 中张成的闭子空间, 其上的一组基由下式给出⟨
: x⊗|α| :, eα0

0 ⊗̂eα1
1 ⊗̂ · · ·

⟩
, |α| = n.

如果乘上归一化因子 α!−
1
2 , 那么

ϕα(x) = α!−
1
2

⟨
: x⊗|α| :, eα0

0 ⊗̂eα1
1 ⊗̂ · · ·

⟩
,

α 遍历所有求和有限的可列无穷自然数指标, 就构成了 L2(E ′, µ) 的一组规范正

交基. 因而平方可积的高斯空间具有如下分解

L2(E ′, µ) =
∞⊕
n=0

Hn. (70)

上式称作抽象的维纳 -伊藤分解. 下面我们来证明分解式 (70).
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由分解式 (59) 和正交关系式 (61) 只需要证明 P 在 L2(E ′, µ) 中稠. 假设
ϕ ∈ L2(E ′, µ) 正交于 P , 那么我们能够在 E 中选取一组标准正交基 {en} 使得∫

E′
ϕ(x) ⟨x, e1⟩p1 · · · ⟨x, en⟩pn µ(dx) = 0 (71)

无论 p1, · · · , pn 以及 n 如何选择都是如此. 如果记 B 为 E ′ 上柱集生成的 σ-代
数, 即使得 P 可测的最小 σ-代数, 而 Bn 为使得

x 7→ (⟨x, e1⟩ , · · · , ⟨x, en⟩) ∈ Rn

可测的最小 σ-代数. 那么

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · , B = ∨∞
n=0Bn.

设 Pn 是 L2(E ′,B, µ) 到 L2(E ′,Bn, µ) 的正交投影. 依定义, 在强算子范数的意义
下 P ↑ I, 即:

lim ∥Pnϕ− ϕ∥ = 0, ϕ ∈ L2(E ′,B, µ). (72)

另一方面, 由 (71) 式∫
E′
Pnϕ(x) ⟨x, e1⟩p1 · · · ⟨x, en⟩pn µ(dx) = 0. (73)

因为 Pnϕ 是 Bn-可测的, 于是存在可测函数 fn 使得

Pnϕ(x) = fn(⟨x, e1⟩ · · · ⟨x, en⟩).

而且 fn 是关于 Rn 上的高斯测度是平方可积的. 考虑到 (73) 我们有

0 =

∫
E′
fn(⟨x, e1⟩ · · · ⟨x, en⟩) ⟨x, e1⟩p1 · · · ⟨x, en⟩pn µ(dx)

=

(
1√
2π

)n ∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
fn(t1, · · · , tn)tp11 · · · tpnn e−(t21+···+tnn)/2dt1 · · · dt2.

而 tp11 · · · tpnn , p = (p1, · · · , pn), |p| = 0, 1, 2, · · · 构成了平方可积高斯空间上的一组
基, 于是 fn = 0, 也就是 Pnϕ(x) = 0. 因而由 (72) 式 ϕ = 0.
希尔伯特空间 H 的对称 (或反对称) 张量积 Γα(H) 称作福克空间

Γα(H) = Exp
α
H =

∞∑
n=0

⊕(H⊗n)α, α = s, a.
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其中
∑
⊕ 代表直接正交和. (H⊗n)s 代表 H 的 n 重对称张量积, 因而 Γs(H) 称

作对称福克空间, 又称作玻色福克空间; 相应地, (H⊗n)a 代表 H 的 n 重反对称

张量积, 因而 Γa(H) 称作反对称福克空间, 又称作费米福克空间. 那么 (69) 式和
(70) 式说明了对任意 ϕ ∈ L2(E ′, µ), 存在唯一的 {fn} ∈ Γs(H) 使得

ϕ(x) =
∞∑
n=0

⟨
: x⊗n :, fn

⟩
, (74)

在 L2 意义下收敛. 反过来, 对任意 {fn} ∈ Γs(H), (74) 定义了一个 L2(E ′, µ) 中

的函数, 此时

∥ϕ∥2 =
∞∑
n=0

n!|fn|2.

简而言之, 我们有
L2(E ′, µ) ∼= Γs(H). (75)

这就是维纳 -伊藤分解在福克表象下的形式.
下面我们来看一个例子. 令 (R,B(R), µ) 是高斯空间, P 为由全体实系数多

项式构成的集合. 那么 P 在 L2(R, µ) 中稠密. 在 P 上定义微分算符和它的共轭

∂ =
d

dx
, ∂∗ = − d

dx
+ x,

粒子数算符为它们的乘积

∂∗∂ = − d2

dx2
+ x

d

dx
.

由分部积分公式, 对任意 f, g ∈ P , 我们有

(∂f, g) = (f, ∂∗g).

因此 ∂, ∂∗ 和 ∂∗∂ 能够延拓成 L2(R, µ) 上的闭算子使得 ∂ 和 ∂∗ 彼此共轭并且

∂∗∂ 是自伴的. 由埃米特多项式的性质, Hn 是 ∂∗∂ 的特征函数

∂∗∂Hn = nHn, n = 0, 1, 2, · · ·

并且具有递归性质

Hn+1 = ∂∗Hn,

因此

Hn+1 = (∂∗)n1.
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现在令 (R∞,B∞, µ∞) 是高斯空间 (R,B, µ) 的可列无穷乘积. 对任意自然
数 j, 记 ∂j 与 ∂∗j 分别为对第 j 个分量求偏导的微分算符与它的共轭, 由此定义
无穷维的奥恩斯坦 -乌伦贝克算符

L = −
∞∑
j=1

∂∗j ∂j.

类似地, 我们有
Hα = ∂∗α1,

其中 Hα =
∏

Hαj
(xj), α 只有有限多个分量非零, 是 L 的特征函数

LHα = −|α|Hα.

考虑指标集 Λ =
∪∞

n=0 Λn, Λn = {α ∈ N∞ : |α| = n} 和平方可积函数空间中由 n

次埃米特多项式 {Hα : α ∈ Λn} 生成的闭子空间 Hn. 我们有下面的正交分解

L2(R∞,B∞, µ∞) =
∞⊗
n=0

Hn.

这是 dimH = ∞ 的情形. 如果我们考虑更简单的情形, 即 dimH = n. 此时
H ∼= (Cn)∗. 固定 H 上的一组基 e1, e2, · · · , en 为 Cn 上的坐标函数. 我们看到
H⊗̂k 与 Cn 上的 k-阶齐次多项式一一对应

eα1
1 ⊗̂ · · · ⊗̂eαn

n ←→
√
πk

k!
zα1
1 · · · zαn

n =

√
πk

k!
zα, |α| = k.

或者换句话说, 将上式左端记作 Eα ∈ Γs(H), 注意到上式右端是 eα, 于是
Eα 7→ eα 明确地定义了一个从福克空间 Γs(H) 到西格 -巴格曼空间 Fn 的酉算

子. 我们还可以定义湮灭算符与产生算符如下

AjEα =
√
αjEα−1j , A∗

jEα =
√
αj + 1Eα+1j ,

不难验证它们具有以下形式, 比如说, 产生算符

A∗
j

(
∞∑
0

v(k)

)
=

∞∑
0

√
k + 1ej⊗̂v(k), v(k) ∈ H⊗k. (76)

对任意 u ∈ H 将上 (76) 式中的 ej 替换为 u, 我们还能定义更一般的产生算符
A∗

u 和它的共轭 Au, 它们分别将 k-粒子态映射为 k + 1 粒子态和 k − 1 粒子态.
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