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带球谐函数

一曰北辰, 天之最尊星也. 其纽星天
之枢也. 天运无穷, 而极星不移. 故

曰:” 居其所而众星拱之.”
——《易: 系辞上》

图: Zonal Polynomial on S2.
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鸽巢原理

近世士大夫多喜谭命, 往往自能推步, 有精绝者. 予尝见人言, 日者阅人
命, 盖未始见年、月、日、时同者, 纵有一二, 必倡言于人以为异. 尝略计
之, 若生时无同者, 则一时生一人, 一日当生十二人. 以岁计之, 则有四千
三百二十人, 以一甲子计之, 止有二十五万九千二百人而已. 今祗以一大
郡计其户口之数, 尚不减数十万. 况举天下之大, 自王公大人以至小民,
何啻亿兆? 虽明于数者, 有不能历算, 则生时同者, 必不为少矣. 其间王
公大人始生之时, 则必有庶民同时而生者, 又何贵贱贫富之不同也? 此说
似有理, 予不晓命术, 姑记之, 以俟深于五行者折衷焉.
——宋∙费衮《梁溪漫志: 谭命》
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鸽巢原理

使五鸽入四笼, 则必一笼有两鸽.
2 1 1 1 , 共一种情况.

使 n+ 1 鸽入 n 笼, 则必一笼有两鸽.
2 1 . . . 1 1 , 共一种情况.

使 n 鸽入 m 笼 (n ≥ m), 则何如?
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杨图
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勒让德展开 I

1954 年, 策果证明了满足如下条件

lim sup
n→∞

|an|1/n = 1

在单位圆盘上关于勒让德多项式 Ln 的级数

a0 + a1rL1(cos θ) + a2r
2L2(cos θ) + . . .

与关于 z = reiθ 的单复变级数

a0 + a1z + a2z
2 + . . .

在 r = |z| = 1 上具有相同的极点, r = |z| < 1 内是解析的.
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勒让德展开 II
两年后, 内哈里对策果的定理作出了改进, 证明了满足如下条件

lim sup
n→∞

|an|1/n = ρ−1

在椭圆边界内勒让德多项式 Ln 关于复变元 t 的级数

a0 + a1L1(t) + a2L2(t) + . . . , |t+ 1|+ |t− 1| < ρ+ ρ−1

与单复变级数
a0 + a1z + a2z

2 + . . . , |z| < ρ−1

的极点满足关系式

z0 =
1

2
(t0 + t−1

0 ), t0 ̸= ±1

而策果的定理正是它的极限情形.
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勒让德展开 III
径向函数是局部可积函数在单位球面上的径向积分

φ(x) =
1

ωd−1

∫
Sd−1

f(rx′)dx′, r = |x|, x′ = x/r(x ̸= 0)

当 d = 2 时, 令 x+ iy = reiθ, 径向函数 φ(reiθ) 具有傅里叶级数

φ(reiθ) =

∞∑
k=−∞

φk(r)e
ikθ

其中每一项都分解为了径向部分和角度部分的乘积. 当 d > 2 时, 球谐
函数扮演了角度部分的基底角色. 比如勒让德展开, |x| = r, |x0| = 1

1√
1− 2r cos θ + r2

=

∞∑
n=0

rnPn(cos θ)

就可以用来表示欧氏空间两个具有夹角 θ 的向量 x 与 x0 之间的距离.
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盖根堡展开 I

一般的, 调和多项式是满足拉普拉斯方程 ∆f = 0 的多项式, 球谐多项式
是其在单位球面 Sd−1 上的限制. 固定 Sd−1 中的一个点 x, 让我们考虑
定义在全体次数为 k 的齐次球谐多项式空间上的线性泛函

Lx(f) = f(x)

由李斯表示定理, 必存在唯一的次数为 k 的齐次球谐函数 Z
(k)
x (y) 使得

Lx(f) =

∫
Sd−1

Z(k)
x (y)f(y)dy

则 Z
(k)
x (y) 称作以 x 为极的 k 阶带球谐函数, 悉知带球谐函数与盖根堡

多项式 P
(n−2)/2
k (x · y) 在仅相差一常数倍的意义下相同, 且

(1− 2xt+ t2)−λ =

∞∑
n=0

P λ
n (x)t

n
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盖根堡展开 II

1966 年, 吉尔伯特和霍华德验证了类似的展开结果, 其基函数是斯图
姆-刘维尔方程的解. 随后, 1980 年扎耶德将带调和展开推广到盖根堡或
超球展开. 1998 年, 埃本费尔特等人研究了它们与偏微分方程的联系, 并
将它们推广至单复变雅可比多项式. 既然多复变雅可比多项式作为勒让
德多项式的自然推广, 那么问题是在典型域上是否也有类似的结果?
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典型域 I

上世纪 60 年代, 华罗庚和詹姆斯研究了典型域上的带球谐多项式.
假设 RII 是复对阵 n× n 矩阵全体, I − ZZ̄ > 0, CII 是典型域 RII
的特征流形, 由对称 n× n 酉矩阵全体, I − ZZ̄ = 0 组成.
对典型域 RII 中的矩阵 S, 我们把它排成长度为 n(n+ 1)/2 的向量

s =
(
s11,

√
2s12,

√
2s13, . . . ,

√
2s1n, s22,

√
2s23, . . .

. . . ,
√
2s2n, . . . , sn−1,n−1,

√
2sn−1,n, snn

)
通过合同变换 T = USU ′, 向量 s 通过线性变换被映射为向量 t, 该
线性变换的矩阵为 U [2], 维度为 n(n+ 1)/2.
再构造长度为 (n(n+1)/2+f−1)!

f !(n(n+1)/2−1)! 的向量 s[f ], s[f ] 的各个分量是 sij 的
多项式, 且次数为 f . 这些分量是线性无关的, 任何 f 次的齐次多项
式都可以表示为这些分量的线性组合. 此时变换矩阵为

(
U [2]

)[f ].
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典型域 II

已知 sij 的齐次多项式空间在
(
U [2]

)[f ] 变换下可以分解为酉不变子
空间的直和. 这些子空间的维度为 N(2f1, . . . , 2fn), 其中
f1 + · · ·+ fn = f . 我们将生成 N(2f1, . . . , 2fn) 维子空间的多项式
记为 φ

(i)
f1,...,fn

(S), i = 1, 2, . . . , N(2f1, . . . , 2fn)

当 S 通过合同变换映射为 T 时, φ(i)
f1,...,fn

(S) 会通过矩阵

A2f1,...,2fn(U) 被映射为 φ
(i)
f1,...,fn

(T ). 此外, 这些多项式在 RII 上是
正交的, 即 ∫

RII

φ
(i)
f1,...,fn

(S)φ
(j)
g1,...,gn(S)Ṡ = δijδfgρf

RII 上关于划分 (f1, . . . , fn) 的带多项式定义为

Φf1,...,fn(S, T̄ ) =
∑
i

φ
(i)
f1,...,fn

(S)φ
(i)
f1,...,fn

(T )
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典型域 III

定理 1 (华罗庚, 1958)

1

∞∑
f=0

∑
f1≥···≥fn≥0

Φf1,...,fn(U, Ū)rf ⇒ 1

V (C)
(1− r)n 对 0 ≤ r ≤ r0 < 1.

2

∞∑
f=0

∑
f1≥···≥fn≥0

Φf1,...,fn(Z, Ū)rf ⇒ Hr(Z, Ū) 对 0 ≤ r ≤ r0 < 1.

3 在可缩区域 R 及其边界 C 上的任意解析函数 F (z), 都能在真闭子

域 R′ ⊆ R 上展开为一致收敛的级数 F (Z) =

∞∑
ν=0

aνφν(Z).

4 (柯西积分公式). 对任意 3 中的 F , F (Z) =
∫
C
H1(Z, Ū)f(U)U̇ .

5 (泊松核). P (Z,U) =
1

V (CII)

|I − ZZ̄ ′|
n+1
2

|I − ZŪ ′|n+1
, r = |Z| < 1, U ∈ CII.
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雅可比展开

定理 2 (策果, 1954, 内哈里, 1956)
如果

lim sup
f→∞

|af |1/f = ρ−1 < 1.

那么关于雅可比多项式 Φf (t1, . . . , tn) 的级数, ti ̸= ±1, i = 1, 2, . . . , n.
∞∑
f=0

∑
f1≥···≥fn≥0

afΦf , |ti + 1|+ |ti − 1| < ρ+ ρ−1 (1)

与关于单项式的多复变级数, z[f ] = zf11 . . . zfnn

∞∑
f=0

af
∑

取遍z的所有置换

z[f ], |zi| < ρ−1 (2)

的极点 (t1, . . . , tn) 与 (z1, . . . , zn) 满足关系式 ti =
1
2(zi + z−1

i ).
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证明

证明.
令 1 < ρ0 < ρ, K(t, z) =

∑∞
f=0 Φf (t)

∑
z−f . 由哈托格次定理, K(t, z−1)

可以延拓为给定区域上的全纯函数. 此外, K(t, z−1) 在 zi-平面中从原点
向外移动的第一个奇异点集具有形式 {z2 − 2zt+ 1 = 0}. 于是

F (t) =

∮
|z1|=ρ0

· · ·
∮
|zn|=ρ0

K(t, z)G(z)
dz

z

G(z) =

∫ 1

−1
· · ·

∫ 1

−1
K(t, z−1)F (t)dt

1 如果 G(z) 在 z = a 处 (|a| = 1/ρ) 具有奇点, 那么在紧椭圆
|z + 1|+ |z − 1| ≤ ρ+ 1/ρ 内, F (t) 在所有点 t ̸= 1

2(a+ 1/a) 上是解
析的.

2 如果 F (t) 在上述椭圆边界上的某个点 t = σ(σ = 1
2(a+ 1/a)) 处具

有奇点, 那么 G(z) 在所有满足 |z| = |a| 的点 z ̸= a 上是解析的.
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带球谐函数 I
我们已经知道定义在对称矩阵空间上的带球谐函数是在正交矩阵的合同
作用下不变的一组多项式

Φ·(HSH
′,HT̄H ′) = Φ·(S, T̄ ) = Φ·(ST̄ )

但华罗庚并未能给出这些多项式的具体计算方法. 这在华罗庚《多复变
函数论中典型域上的调和分析》一书中称作是几乎不可能的. 1965 年,
津村通过分解正交矩阵为基础旋转矩阵的初等办法给出了带球谐函数关
于单项式的精确表达式. 三年后, 詹姆斯才使用拉普拉斯方程给出了这
些系数应满足的递推关系. 事实上, 津村主要考察了如下关系式∫

O(n)
Φ·(AHBH

′)(dH) =
Φ·(A)Φ·(B)

Φ·(In)

其中带球谐函数满足归一化条件

[trA]f =
∑

f1≥···≥fn≥0

Φf1,...,fn(A)
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带球谐函数 II

定理 3 (津村, 1965)
如果带球谐函数 Φf1,...,fn(Z) 关于 Z 的全体特征值 z1, . . . , zn 具有和式∑

g≤f

bf,g
∑

取遍z的所有置换, 下同

zf11 . . . zfnn (= z[f ])

并且 [tr diag(βi)Q diag(li)Q′]f 关于正交矩阵 Q 的积分也具有和式

1

V (CII)

∫
CII

[
tr diag(βi)Q diag(li)Q′]f (dQ) = af ;f

∑
βf1

∑
lf1+

af ;f−1,1

[∑
βf1

∑
lf−1
1 l2 +

∑
βf−1
1 β2

∑
lf1

]
+ . . .

那么存在 cn 使得 af ;g/cn = bf ;g 且两者都不含 n. 如果再假设对任意
g ≤ f 都有 bg;1f = f !, 则这些系数是唯一确定的.

王浩铭 (数学学院) 带球谐多项式展开的奇点与应用
2025 年 1 月 9 日 2024 中国复分析会议, 深圳, 广东
17 / 27



带球谐函数 III

证明.
存在性. 假设存在整数 t 使得 h ≤ f 对

h1 = g1 ≥ · · · ≥ hi = gi + t ≥ · · · ≥ hj = gj − t ≥ · · · ≥ hn = gn

和某些 i, j 成立. 我们定义 Af =
∑n

i=1 f
2
i 与 Bf =

∑n
i=1 ifi,

bf,g =
∑

bf,h
gi − gj + 2t

Af −Ag +Bg −Bf
,

和式遍历所有 i, j, t = 1, 2, . . . , (li−1 − li) ∧ (lj − lj+1). 除上公因子
(n+ 2f − 2)!!/(n− 2)!!, 于是得到了 a 的递推公式.
唯一性. 归一化条件确保所有划分均可进行上述操作.
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应用 I: 单复变整函数

考察整函数 fp(z) =
∑∞

m=0
zm

m!Γ(m+p) .

定理 4 (莱塔克, 威所罗夫斯基, 2008)
设实值随机变量 (X1, X2) 与 (Y1, Y2) 独立, 且满足

E(X|X + Y ) = a(X + Y ), E(X2
i |X + Y ) = b(Xi + Yi)

2, i = 1, 2.

那么对 p = a2−ab
b−a2

和 a1a2 − a12 > 0, X 具有密度函数

(θ1θ2 − 1)peθ1x1+θ2x2
1

Γ(p)
(x1x2)

p−1fp(x1x2), x1, x2 > 0,

其中 θ1 =
−a2

a1a2−a12
和 θ1 =

−a1
a1a2−a12

.
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应用 II: 超几何函数

考察复级数 pFq(z) =
∑∞

m=0
(a1)m...(ap)m

(b1)m...(bq)m
zm.

定理 5 (康斯坦丁, 1963)
设 Z 是 n× n 复对称矩阵, 其实部正定, Y 是任意 n× n 对称阵. 则超
几何偏微分方程的一组解由带球谐函数给出∫

X>0
etr(−XZ)|X|a−

n+1
2 Φf (XY )(dX) = (a)fΓn(a)|Z|−aΦf

(
Y Z−1

)
其中 ℜ(a) > 1

2(n− 1), (a)f 是上升阶乘幂. 因而

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;X) =

∞∑
f=0

∑
f1≥···≥fn

(a1)
f . . . (ap)

f

(b1)f . . . (bq)f
Φf (X)

f !
,
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应用 III: 矩阵正态分布 I

设 X 是 m× n 矩阵. 定义 ψ(T ) = E exp(T ·X) = E exp (i
∑
tijxij) 为

关于矩阵点乘的拉普拉斯变换. 安德森和方开泰定义球 (椭圆) 分布为

X ∼ RS ⇔ XΓ
d
= X,Γ ∈ O(n) ⇔ ψ(T ) = ϕ(TT ′)

X ∼MS ⇔ xiPi
d
= xi, Pi ∈ O(n) ⇔ ψ(T ) = ϕ(t1t

′
1, . . . , tmt

′
m)

X ∼ V S ⇔ vec(X)P
d
= vec(X), P ∈ O(mn) ⇔ ψ(T ) = ϕ(tr(TT ′))

其中 T = (tij) = (t1; . . . ; tm) 是任意 m× n 矩阵. 对于 RS,MS, V S, 存
在 U1 = (XX ′)−1X, U2 = (x1/∥x1∥; . . . ;xm/∥xm∥), U3 = X/ tr(XX ′)
使得 X = AUi, 其中 A 与 Ui 独立. 对于坐标系 U2, 求出其谱分解的具
体形式在方开泰和张尧庭《广义多元分析》一书中被列为未解决的问题.
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应用 III: 矩阵正态分布 II

定义 6
设 M 是 m× n 矩阵, A 和 B 分别是 m×m 和 n× n 正定对称阵. X
称作是矩阵正态分布 N(m,n;M,A,B) 如果它具有概率密度

dfX(H) = (2π)−
mn
2 det(A)−

n
2 det(B)−

m
2 etr

(
−1

2
A−1HB−1H ′

)
(dH)

其中 (dH) = ∧m
i=1 ∧n

j=1 dhij , H = (X −M).

定理 7
当 n ≥ m 时, XX ′ 的特征根 l1, . . . , lm 具有分布

πm
2/2 det(L)(n−m−1)/2

∏
i<j(li − lj)

2mn/2Γm(12n)Γm(12m) det(A)n/2 det(B)m/2 0
F0(A

−1, LB−1)
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应用 III: 卡夫宁-洛伊夫定理 I

更一般地, 我们需要卡夫宁-洛伊夫定理

定义 8 (T1, T1 1
2
, T2 and T3)

设 S, T 是欧氏空间的子集. 随机过程 Z(s, t), s ∈ S, t ∈ T 称作是
如果存在 L2(T ) 中的一组标准正交基 {ψi(t)} 使得 Z(s, t) 能够展
开为均方收敛的级数

Z(s, t) =
∑
i

ξi(s)ψi(t) (T1)

其中 ξi(s) =
∫
Z(s, t)ψi(t)dt, 且对任意 i ̸= i′, Eξi(s)ξi′(s) = 0.

如果 T1 成立, 额外地, ξi(·) 两两不相关, 即对任意 i ̸= i′, s1, s2 ∈ S,

Eξi(s1)ξi′(s2) = 0 (T1 1
2
)
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应用 III: 卡夫宁-洛伊夫定理 II
定义 9 (续定义 T1, T1 1

2
, T2 and T3)

如果 T1 成立, 并且进一步地存在 L2(S) 中的标准正交基 {ϕj(s)}
使得 Z(s, t) 能够展开为均方收敛的级数

Z(s, t) =
∑
i

∑
j

ηijϕj(s)ψi(t) (T2)

其中 ηij =
∫ ∫

Z(s, t)ϕj(s)ψi(t)dsdt 且 ηij 两两无关, 即对任意
i ̸= i′ 或 j ̸= j′, Eηijηi′j′ = 0.
如果 T2 成立, 并且存在随机变量列 λi, γj 使得 ηij 满足

ηij = λiγj (∗∗)

其中 λi, γj 两两无关 Eλiλi′ = σ2i δii′ , Eγjγj′ = τ2j δjj′ , 且

Eηijηi′j′ = σ2i τ
2
j δii′δjj′ (T3)
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应用 III: 卡夫宁-洛伊夫定理 III

表: T1, T1 1
2
, T2 与 T3 的比较.

T1 ⇔ EZ(s, t1)Z(s, t2) =
∑

i ci(s)ψi(t1)ψi(t2)
⇔ ψi(t) 是 C(s, t1, s, t2) 的特征函数, 与 s 无关.

T1 1
2

⇔ EZ(s1, t1)Z(s2, t2) =
∑

i ci(s1, s2)ψi(t1)ψi(t2)

⇔ ψi(t) 是 C(s1, t1, s2, t2) 的特征函数, 与 s1, s2 无关.
T2 ⇔ EZ(s1, t1)Z(s2, t2) =

∑
i

∑
j cijϕj(s1)ϕj(s2)ψi(t1)ψi(t2)

⇔ cij , ϕj(s)ψi(t) 是 C(s1, t1, s2, t2) 的特征值与特征函数.
T3 ⇔ EX(s1)X(s2) =

∑
j τ

2
j ϕj(s1)ϕj(s2), . . . =

∑
i σ

2
i ψi(t1)ψi(t2),

C(s1, t1, s2, t2) = (
∑

j τ
2
j ϕj(s1)ϕj(s2))(

∑
i σ

2
i ψi(t1)ψi(t2)).

特别地, ∗∗ 等价于存在 X(s) 与 Y (t) 使得

Z(s, t) = X(s)Y (t) (∗).

T1-T3 是多元球分布 MS 的谱分解. 若 (*) 成立, 它还是向量球分布 V S.
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