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背景 I
1937 年, 列维在他的专著 [7] 中引入了可加过程, 满足下面两条公理

1. 随机连续
lim
t→s

P(|Xt −Xs| > ε) → 0, ∀ε > 0. (1)

2. 独立增量

Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 , t0 < t1 < · · · < tn

相互独立.
霍克斯过程: 在微小时间增量 dt 内事件发生于 (t, t+ dt] 的概率

λtdt =

(
µ(t) +

∑
ti : ti <t

ϕ(t− ti)

)
dt,

其中 t0 < t1 < t2 < · · · 是到达时间. 就不是严格意义上的可加过程 (不
满足独立增量性质), 所以我们需要推广可加过程的定义.
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背景 II

(Xt, Yt) 称作是二元条件可加过程, 如果它满足以下两条公理
1′. (Xt, Yt) 是随机连续的.
2′. Xt 在 Yt 给定的条件下具有独立增量.
大多数情况下我们所考虑的 Yt 是依赖于 Xt 的, 称作自激励过程 (例如
霍克斯过程, Yt 取

∫ t
0 λsds). 特别的, 二元泊松过程定义为

Nt 在绝对连续增过程 At 满足 A(0) = 0 给定的条件下具有泊松律

P(Nt = n | At) =
An

t e
−At

n!
, n = 0, 1, 2, · · · (2)

Nt1 −Nt0 , . . . , Ntn −Ntn−1 在 At 给定的条件下相互独立.
这里的 At 称作 Nt 的平均强度.
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证明纲要

我们的工作主要有四个部分:
I. 证明了泊松可加过程定义中的平均强度的存在唯一性.

II. 证明了 P � P0 时, 泊松可加过程的滤子是内禀的.
III. II 应用于霍克斯过程, P � P0 等价于 ϕ = const.

IV. II 推广至维纳可加过程和马尔可夫可加过程.
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历史发展 I

科克斯的定义: M = µ 的条件下, N(E) 具有泊松律

P(N(E) = n | M = µ) =
[µ(E)]ne−µ(E)

n!
, n = 0, 1, 2, · · · (3)

拉奥和鲁宾的定义: 如果观测是标记了的, damage=0 或 1

P(N(E) = n | damaged) = [λ(E)]ne−λ(E)

n!
, n = 0, 1, 2, · · · (4)

布里莫的定义: 定义在实直线上泊松过程满足

lim
h→0

1

h
P(Nt+h −Nt = 1 | σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t)) = λt (5)

lim
h→0

1

h
P(Nt+h −Nt = 0 | σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t)) = 0 (6)
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历史发展 II

斯奈德的定义: 自激励过程是一个过去的知识——包括在某时刻 t
以前发生的所有事件的数目 Nt 以及事件的到达时间
T1, · · · , TNt——能够对继 t 之后的所有事件的数目及其到达时间产
生影响的计数/点过程.
现代鞅论的定义: 可以将上述泊松过程的定义用现代条件期望的语
言重写如下, 将条件 1,2 中在 At 给定的条件下替换为关于滤子, 即
一族单调非减的 σ-代数 {Ft}t∈R+ 的条件期望, 自然地我们要求

σ(At : t ∈ R+) ⊆ F0 =
∩

t∈R+

Ft

随机过程具有非预期性质, 如果它的滤子 {Ft}t∈R 是内禀的, 即
Ft = σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t), ∀t ∈ R+.
于是布里莫 [1] 猜想: 不存在一个预期的自激励泊松过程关于标准
泊松过程绝对连续. 我们将对这一猜想给出证明.
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历史发展 III

1964 年渡边信三 [11] 和 1975 年布里莫 [2] 分别在 At 是勒贝格测
度和绝对连续测度的情形证明了: Nt 是具有平均强度 At 的泊松过
程等价于 Nt −At 是鞅.

E{exp(iu(Nt −Ns))}

=
∏

s<u≤t
∆A(v) ̸=0

(eiu∆A(v) + (1−∆A(v))) exp((eiu − 1)(Ac(t)−Ac(s)))

(7)
其中 Ac(t) 代表 A(t) 的绝对连续部分, ∆A(t) = A(t)−A(t−).
我们将要把这一定理推广到泊松可加过程, 其中平均强度 At 是满
足适应性条件

σ(At : t ∈ R+) ⊆ F0 (8)

可料的绝对连续增过程.
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平均强度的唯一性 I

一个可测随机过程称作是 Ft-可料的, 如果它关于如下 σ-代数可测:

σ{B × (s, t] : B ∈ Fs, s ≤ t}.

除特殊声明, 以下可料均假设为 Ft-可料, 可测均假设为 Ft-可测.

定理 2.1
假设 Nt 是点过程, 满足 E[Nt] < ∞, At 是满足适应性条件 (8) 的可料增
过程, 其勒贝格分解中奇异部分为零 Ad

t = 0. 则以下六款等价:
1. Nt 是具有平均强度 At 的泊松可加过程.
2. E{Nt+h −Nt|Ft} = A′

th+ o(h) a.s.
3. E{exp[iu(Nt −Ns)] | Fs} 具有形式 (7).
4. E

[∫∞
0 CdN

]
= E

[∫∞
0 CdA

]
, 其中 C 是任意非负可料过程.

5. E{Nt −At | Fs} = Ns −As, 即 Nt −At 是鞅.
6. Nt∧Sn −At∧Sn 是鞅, 其中 Sn ↑ ∞ a.s. 是停时.
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平均强度的唯一性 II
证明.
1 ⇔ 2 ⇔ 3. 略. 1 ⇔ 4. 依定义验证.
6 ⇒ 3. 利用鞅和性质 (8), 该问题等价于求解如下常微分方程{

dyt
dt = (eiu − 1)A′

tyt, t > s,

ys = 1, t = s.
(9)

该方程具有解 (7).
6 ⇒ 5 ⇒ 4. 对任意停时列 Sn ↑ ∞ a.s. 和可料集 Λ

E[(Nt∧Tn −Ns∧Sn); Λ] = E
[∫ T

0
CudNu∧Sn

]
= E

[∫ T

0
CudAu∧Sn

]
= E[(At∧Tn −As∧Sn); Λ],

(10)

由单调类定理保证. 同样的方法也适用于 4 ⇒ 6.
王浩铭 (数学学院) 泊松可加过程的一些注记

2024 年 11 月 10 日 第 13 届全国概率统计会议, 厦门, 福建
9 / 25



平均强度的存在性 I

设 N 是实直线上的点过程, 那么它具有以下形式

Nt =

∞∑
n=1

1(Tn < t), t > 0, N0 = 0,

其中 Tn = sup{t : Nt < n} = inf{t : Nt ≥ n}.

定理 3.1
对任意 n, 令 Fn(ω, du) 为在给定 FTn 的条件下 Un+1 = Tn+1 − Tn 的正
则条件分布, 即: Fn(ω, du) = P{Un+1 ∈ du|FTn}(ω). 定义增函数

A
(n)
t =

∫ t−Tn

0

Fn(dx)

1− Fn(x−)
, t ∈ (Tn, Tn+1],在其余 t 处取常数.

其中那么 At =
∑∞

n=0A
(n)
t 是 Nt 的平均强度.
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平均强度的存在性 II

断言 1
设 T1 ≤ T2 ≤ . . . Tn 是点过程 Nt 的到达时, T 是任意停时.

σ (NTn∧s : s ≥ 0) = σ(T1, . . . , Tn),

σ (NT∧s : s ≥ 0) ∩ {Tn ≤ T < Tn+1} = σ (NTn∧s : s ≥ 0) ∩ {Tn ≤ T < Tn+1}.

断言 2
设 T 是 σ (Ns : 0 ≤ s ≤ t)-停时. 对任意 n, 存在 σ (NTn∧s : s ≥ 0)-随机
变量 Rn 使得 T ∧ Tn+1 与 (Tn +Rn) ∧ Tn+1 在集合 {Tn < T} 上相等.

证明.
取 Rn = [gn(T1, . . . , Tn)− Tn]+ , 其中 gn = T 当 {Tn < T < Tn+1}.
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平均强度的存在性 III

定理 3.2
设点过程 N 关于 (Ω,F∞) 上的两个概率测度 P 和 P′ 具有相同的平均
强度 A. 如果 P 与 P′ 在 F0 相等, 那么他们在 F∞ 上也相等.

证明.
如果 P 和 P′ 在 F∞ 上不相等, 那么存在 n 使得 P 和 P′ 在 FTn 上相
等, 却在 FTn+1 上不相等. 假设 F (0) 给定, 我们有

H 7→ F (t) =

∫ t

0
H(ds)H[s,∞]

定义出从 [0,∞] 上所有概率测度集到 [0,∞] 上的所有右连续增函数集上
的双射, 但这与断言 2 矛盾.
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似然比公式 I

定理 4.1
设 Nt 是具有 σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t)-瞬时强度 λt 的泊松可加过程. 假设 P0

是 (Ω,F∞) 上的概率测度, Nt 关于 P0 是具有常数强度 1 的平稳泊松
过程. 那么 P � P0 并且对于任意 t,

dP/P0|σ(Ns:0≤s≤t) = exp{
∫ t

0
(1− λs)ds+

∫ t

0
logλsdNs} (11)

反过来, 如果 P0 如上定义而 P 是 (Ω,F∞) 上满足 P � P0 的概率测
度, 那么存在 σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t)-可料过程 λt 使得 λt 是 Nt 关于 P 的瞬
时强度.

注
非负可料过程 λt 称作是泊松过程 Nt 瞬时强度, 如果 At =

∫ t
0 λsds.
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似然比公式 II

充分性.
注意到 (11) 式右端定义的 Zt 是 P0-鞅, 往证对任意有界可料过程 Ct 和
dP′ = ZtdP0

E′
[∫ t

0
CsdNs

]
= E′

[∫ t

0
Csλsds

]
(12)

在 (12) 式右端插入 ZTn = ZTn−λTn 并注意到 Zs− = Zs a.s. 除开一个 s
零测集成立. 于是

E0

[∫ t

0
ZsCsdNs

]
= E0

[∫ t

0
ZsCsλsds

]
(13)

由 P0 下 N 的瞬时强度是 1.
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似然比公式 III

必要性.
步骤 1: 根据泊松过程的鞅表示定理, 存在 σ (Ns : 0 ≤ s ≤ t)-可料过程
Ht 使得 Zt = E0[dP/dP0|σ(Ns : 0 ≤ s ≤ t)] 可以表示成

Zt = 1 +

∫ t

0
Hs(dNs − ds). (14)

步骤 2: 给定 [0, t] 上的有界可料过程 Cs, 注意到 P0-鞅的性质

E
[∫ t

0
CsdNs

]
=E0

[
Zt

∫ t

0
CsdNs

]
= E0

[∫ t

0
(Zs− +Hs)CsdNs

]
=E

[∫ t

0
(1 +

Hs

Zs−
)1(Zs− > 0)Csds

]
.

(15)
步骤 3: 取 λt = (1 +Ht/Zt−) 1(Zt− > 0).

王浩铭 (数学学院) 泊松可加过程的一些注记
2024 年 11 月 10 日 第 13 届全国概率统计会议, 厦门, 福建
15 / 25



应用

推论 5.1 (布里莫, 1972)
如果存在 P0 使得一个自激励过程 Nt 关于 P0 是标准泊松过程并且
P � P0, 那么它是非预期的.

将上面的结果应用于霍克斯过程, 我们可以得出关于标准泊松过程绝对
连续的霍克斯过程是零自激励的.

例 5.2
如果 µ 是泊松过程的确定强度函数, ϕ 是自激励强度函数. 那么在首次
到达时 t1 之后强度将变为 µ(t) + ϕ(t− t1), 在到达时 t2 强度将跳跃至
µ(t) + ϕ(t− t1) + ϕ(t− t2), 以此类推. 假设存在 P0 使得 N 是标准泊松
过程并且 P � P0, 那么由此推论得出 ϕ 为常数函数.

我们还可以将上述结论进一步推广至维纳过程和马尔可夫过程.
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维纳可加过程 I

二元维纳过程定义为
Wt 在局部平方可积增过程 At 给定的条件下具有正态分布

P(Wt ≤ y|At) =

∫ y

−∞

1√
2πAt

exp
{
− x2

2At

}
dx

Wt1 −Wt0 , . . . ,Wtn −Wtn−1 在 At 给定的条件下相互独立.
如果 At 绝对连续且 A′

t > 0, 容易看出 Bt = (A′
t)
− 1

2Wt 是标准布朗运动.
记 P0 是 Bt 的概率测度.
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维纳可加过程 II

定理 6.1
定义 Rt,s = Amin(t,s), ϕt 是 σ(Ws : 0 ≤ s ≤ t)-核. 以下五款等价.

1. 存在对称正定核 Kt,s, 1 /∈ σ(K) Rt,s = min(t, s)−
∫ t
0

∫ s
0 Ku,vdudv.

2. Rt,s − min(t, s) ∈ W 2,2 且 cmin(t, s) ≤ Rt,s ≤ C min(t, s).
3. Rt,s ∈ W 2,2, R0,s = 0 且 lim

s→t+0
∂Rt,s/∂t− lim

s→t−0
∂Rt,s/∂t = 1.

4. P � P0 且 dP/dP0|σ(Ws:0≤s≤t) = exp
[∫ t

0 ϕsdWs − 1
2

∫ t
0 ϕ

2
sds
]
.

5. P||P0 且同 4.

注
循序可测的局部平方可积过程 ϕt 称作是 Wt 的核, 如果 Wt 关于标准布
朗运动 Bt 具有表示 Wt = Bt +

∫ t
0 ϕsds.
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维纳可加过程 III

推论 6.2
设 Wt 是具有局部平方可积过程 At 的维纳可加过程. 如果 P � P0,
A′

t = 1 除开一个勒贝格零测集.

推论 6.3
如果存在 P0 使得维纳可加过程 Wt 关于 P0 是标准布朗运动并且
P||P0, 那么它是非预期的.
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马尔可夫可加过程 I

第二个例子是马尔可夫过程. 马尔可夫可加过程定义为
P(X0 = i | F0) = ν0,i.
Xn 关于 Fn 具有马尔可夫性质

P(Xn+m = i | Fn) = P
(m)
Xn,i

, ∀i ∈ {1, . . . , N}, n,m = 1, 2, . . .

由定义可以看出
σ(P (m) : m ∈ N+) ⊆ F0.

我们有下面的定理.

定理 6.4
如果存在 P0 使得对任意 j ∈ S(有限或可数)P0(Xn+1 = i | Xn = j) = 0
都蕴含了 P(Xn+1 = i | Xn = j) = 0, 那么它是非预期的.
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马尔可夫可加过程 II

断言 3
(Ω,F∞,P) 上的随机过程 Xn 是具有转移概率矩阵 P 的马尔可夫链当
且仅当对任意 z = (z1, . . . , zN ) ∈ RN , T = P + I

zXn − zX0 −
n−1∑
m=0

(zT )Xm (16)

是 σ(Xm : 0 ≤ m ≤ n)-鞅并且 Pv−1
0 由初始分布

v0 = (v0,1, . . . , v0,N ) ∈ RN , v0,1 + · · ·+ v0,N = 1 唯一确定.
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马尔可夫可加过程 III
必要性.
假设似然比 dP/dP0 已知, 往证存在可料矩阵 P 满足马尔可夫性质.
步骤 1: 根据可料表示定理, 关于 (16) 式定义的马尔可夫鞅 M z, P0-鞅
Zn = E0[dP/dP0|σ(Xm : 0 ≤ m ≤ n)] 具有表示

Zn = 1 + (G ·M z)n,

其中 Gn 是 σ(Xm : 0 ≤ m ≤ n)-可料过程.
步骤 2: 注意到 Zn = Zn−1 +Gn[zXn − zXn−1 − (zT0)Xn ].

E
[
CnGn

Zn−1
·Xz

]
= E

[
Cn

(
1 +

(zT0)XnGn

Zn−1

)
·Az

0

]
.

对任意 z = (z1, . . . , zN ) ∈ RN 都成立.
步骤 3: 取 Ti,j = (Zn−1/Gn + T0,i,j)T0,i,j 满足马尔可夫性质.
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马尔可夫可加过程 IV

问题 1
这一结论关于一般带有速度测度 m(dx), 尺度函数 s(x)，消灭测度
k(dx) 三个参数的扩散过程是否也成立?

猜想 1
如果 n 维扩散过程 (A, σ1) 关于另一组非预期系数 (A, σ2) 满足一致椭
圆条件 A(t, x) ≥ δIm×m 和李普希兹条件

|σ2(t, x)− σ1(t, x)| ≤ α(1 + ‖x‖2)

那么 (A, σ1) 是非预期的.
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马尔可夫可加过程 V

一组同胚映射 (fi)
n
1 : D → Rn 称作是 x ∈ D 处的 Ck-调和坐标, 如果它

们在 x 的某一邻域 U 内满足 Uf = 0, 并且在这组坐标卡 (fi)
n
1 下任意

U 上的调和函数都是 Ck 的.

猜想 2 (Dynkin, 1963)
如果 D 上的 n 维扩散过程是非预期的, 那么它在点 x ∈ D 的某一邻域
U 上存在 Ck-调和坐标当且仅当调和测度

µy(F ) = Py

[
Xτ(U) ∈ F

]
, y ∈ U,F ⊆ ∂D,

在边界上的取值非负 µy(∂D) > 0, 其中 τ(U) 是从 y ∈ U 点出发离开邻
域 U 的初次逃逸时.
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